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Ansatz zu einer divergenzfreien Quantenelektrodynamik

Von GUNTHER Lupwic .
Aus dem Institut fiir theoretische Physik der Freien Universitit Berlin
(Z. Naturforschg. 5a, 637—641 [1950]; eingegangen am 27. November 1950)

Im ersten Teile wird gezeigt, daf3 die Divergenzen der bisherigen Theorien nicht auf der
Stérungstheorie, sondern schon auf dem Wechselwirkungsansatz beruhen. Der zweite Teil zeigt
die Moglichkeit einer Quantenelektrodynamik ohne Selbstenergie des Elektrons, fiir die aller-
dings ein einziges Elektron in der Welt keine Strahlung emittieren wiirde. Die Strahlung
kommt erst durch die Wechselwirkung mit vielen anderen Elektronen zustande (Absorber-

theorie).

ie Arbeiten von Schwinger, Dyson und

Feynman? zeigen, dal es wenigstens in den
Schritten der Storungsrechnung méglich ist, diver-
gente Glieder durch Renormalisierung von Masse und
Ladung zu beseitigen. Man konnte dies auch so
formulieren: Nach Streichen der unendlichen Glieder
erhilt man eine neue Formulierung der Quanten-
elektrodynamik, die korrespondenzmiBig mit der
klassischen Theorie genau so gut iibereinstimmt wie
die zuerst angesetzten Gleichungen, aber wenigstens
bis zu den benutzten Gliedern der Stérungsrechnung
divergenzfrei ist. Da nun viele beobachtete Effekte,
wie der Lamb-shift und die Abinderung des g-Fak-
tors des Elektrons, nur auf der Wirkung der lang-
reichweitigen elektromagnetischen Kriifte beruhen

und nicht von irgendwelchen Abschneidemethoden-

abhingen?, die die Ruhemasse usw. endlich machen,
miiflte es eigentlich gelingen, eine in sich geschlos-
sene Theorie des elektromagnetischen und Elek-
tronenwellenfeldes zu finden, ohne auf die Effekte
eingehen zu miissen, die die Ruhemassen der Teil-
chen festlegen. Diese Theorie hiitte ihre wahrschein-
liche Giiltigkeitsgrenze bei Energien der GrofBen-
ordnung der Mesonenruhemassen. Ein Schritt in
dieser Richtung wird hier versucht.

A=[gkn... ks k' . k) a* (k)

Die Arbeit von Pauli und Villars3 hat ge-
zeigt, wie man formal regulire Resultate erhalten
kann. Der hier versuchte Ansatz gestattet, die dort
eingefilhrten Massen als reelle Massen zu deuten,
ohne auf die Schwierigkeit negativer Quanten zu
stoBen, wie es bei Pais und Uhlenbeck* ge-
schehen ist.

Der Kerngedanke ist eine Ubertragung der klas-
sischen Uberlegungen von Wheeler u. Feynman?
auf die Quantenmechanik: Das elektromagnetische
Feld wird nicht als Feld mit neuen Freiheitsgraden
eingefiihrt, sondern ist nur implizit durch die Elek-
tronen definiert.

1. Griinde fiir die Divergenzen
der bisherigen Theorien

Die Frage nach der Ursache der Divergenzen in
den bisherigen Feldtheorien liBt sich entscheiden:
Nicht die Stérungstheorie ist die eigentliche Ursache,
sondern die bisher benutzten Ansiitze sind, mathe-
matisch gesehen, divergente Integrale.

Um dies zu zeigen, betrachten wir als Beispiel ein
Integral der Form

ca*(k)a(k))...a(k')dk ... dk, . (1)

Die a*, a sind hierbei Operatoren, die den Vertauschungsrelationen

l[a*(k), a(K)] = — o0 (k—K), [a*(k), a*(K)]=[a(k),a(k)] =0 @)
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geniigen. Eine Darstellung dieser Operatoren erhilt man nach Beckerund Leibfried® in der Form:

a(k)®o=0; a*(k)...a*(ki) (pO:Vﬂ(Dk,...k}-;

= ffn (k... k) P ...kndkl ...dk, der allgemeine Zustand ; (3)
n=0

(7)== [f*nfn’dk ...dk,.

Damit der Operator (1) zusammenaddiert mit seinen hermitisch konjugierten einen selbstadjungier-
ten Operator bildet, ist es unbedingt erforderlich, da3 es im Hilbert-Raum der % ZZ.[ fo Px, ...kndkl ... dk,
eine dichte Menge gibt, fiir die der Operator (1) definiert ist, d.h. er muf3 au;l einem Vektor dieses
seines Definitionsbereiches wieder einen Vektor le%f fa ‘pk,...kndkl -+-dk, des Hilbert-Raumes machen,

fiir den also

>[I 2 dky ... dk,

konvergent ist. Dies ist aber nicht fiir jede beliebige Wahl der Funktionen g(k;... k;') aus (1) richtig.

(1) macht aus dem Vektor y den Vektor 7' =Y [f, &,  , dki...dk,

i T

Es muf} also

5 (15, k.. K)Pdk ... dk,
n=0

Y U M VAN %

kyyi_pdky'... k).

(4)

konvergent sein fiir eine geeignete Menge der f,, fiir die x im Hilbert-Raum dicht liegen.

Hat man statt (1) einen Operator der Gestalt

B=[glk...ks k" ...k a*(k,)...a(k)b*(k,") ... b (k') dki...dk/",

(5)

wobei die @ mit den b vertauschbar sind (sie mogen z.B.zu zwei verschiedenen Feldern gehoren), so findet

man auf dieselbe Art, daf3 b f I minel” KL konvergent sein muf3 mit

nyny

Vil Gi— T+ ) Go— s+ n)!
(b — D! (ja—s)!

fg(kl,kl'

f'(k1--v;k_1»--)

h—l—n,js—s—m

Es dndert sich ebenfalls nichts Wesentliches fiir den
Fall der Fermi-Statistik, wo die Operatoren den
Plus-Vertauschungsrelationen gentigen.

Die bisher iblichen Ansitze fiir die Operatoren
der Wechselwirkung erfiillen nun die Bedingungen
(4) oder (6) in keiner Weise, wie man in den Einzel-
fillen, z. B. fiir fA,.i,.dx dydz, durch Ubergang in
den Impulsraum zeigen kann.

Die Diskussion von (1) zeigt auch hier noch einmal
die schon bekannte Tatsache, da3 es immer giinstiger
ist, die erzeugenden Operatoren soweit als moglich
nach links zu schreiben, worauf in den folgenden
Ableitungen geachtet werden wird.

ki kU)K

k kK, dk Ak (6)

n+l-e

2. Klassische Theorie des Elektronen-
wellenfeldes und Elektromagnetismus

Die Elektronen werden durch ein Wellenfeld v (x,)
(Diracscher Spinor) beschrieben, das ohne elektro-
magnetische Wechselwirkung der Dirac-Gleichung *

(7)

"
Pk myp =0

6 R. Becker u. G. Leibfried, Z. Physik 125,
347 [1949].
7 H. Kimmel, Z. Naturforschg. 5a, 642 [1950].
oF
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geniigt. Die allgemeine Losung dieser Gleichung
werde mit 1, bezeichnet. Fiir den Fall der Wechsel-
wirkung ersetze man das in der Gleichung

My tmy=ieA, v ®)

auftretende Viererpotential durch das von v selbst
hervorgerufene Feld:

A, @) =efd((x,—y)) v @®rwEdy™. (9

Statt der Differentialgleichung (8) setzen wir die
gleichwertige Integralgleichung:

w(@) =wo(1) +ie[K(1,2)A,(©2) 7,2 dwe. (10)

Hierbei ist K (1, 2) die Greensche Funktion der Dirac-
Gleichung, d. h. eine Losung von

0

1) K-te

. | Stelle.

_/pqp]‘u—}—m'l‘):é(l,2)rpl< mit er:(
0

Wir wihlen speziell die von Feynman vorgeschlagene
Losung:

3 e EGTy 1) @7 fir 6>t

E, >0
— 3 e ETEy V) u, (2 fir >t
En<0

'

Fiir spiter sei bemerkt, da3 wir K (1,2) zerlegen
konnen nach der Art:

> fir H >+t
K+= En>0 (12)
0 fir t.=>=¢#
0 fir t1t=>1t
und K_= -*Z fiir t2>1t.
E, <0

fir 2>—#*<0 und

fir x®>—t*>0:

1
K,=K_= K.

Setzt man (9) in (10) ein, so erscheint das elektro-
magnetische Feld nicht mehr explizit in der Grund-
gleichung (10). Trotzdem kann man natiirlich die
Feldstiarken ,,definieren®:

F,,=A

wv viw

A e (13)

#* dy — Integration iiber die ganze Welt.
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Zur Herstellung eines Energie-Impulsvektors kann
man in der klassischen Theorie den iiblichen Energie-
Impulstensor benutzen, der aus den Spinoren y und
den Feldstirken F,,, A, gebildet ist. Denn mit diesem
Tensor gilt der Erhaltungssatz, wenn die Diracschen
und Maxwellschen Feldgleichungen erfiillt sind. Er
mul also weiterhin gelten, wenn man fiir die elektro-
magnetischen Feldstirken eine spezielle Losung der
Maxwellschen Gleichungen einsetzt. An dieser Stelle
tritt aber eine wesentliche Anderung beim Ubergang
in die Quantenmechanik auf, da in dieser die ein-
zelnen GroBen nicht mehr miteinander vertauschbar
sind.

3. Quantisierung ohne Léchertheorie

Die iibliche Quantentheorie des elektromagnetischen
Feldes konnen wir als bekannt voraussetzen, so daf3
wir nur auf die Abweichungen einzugehen brauchen.
Die Gln. (7) bis (13) fassen wir als Operatorgleichun-
gen auf. Um den Operator y (1) zu bestimmen, gehen
wir von der Integralgleichung (10) aus. Alle Faktoren
sind in der Reihenfolge zu belassen, die sie oben
haben. Fiir v, setzen wir dabei den bekannten Ope-
rator ein, der folgende Wirkungsweise hat:

o (1) Bo= 0, (14a)

; — Mo @ =
H'Oa(l) > 14’0;‘3 (2)-12 I(Aaf}_a‘xI—-m)A(l’z):lSaﬂ(l’z) .

Den Hilbert-Raum kann man aus den Vektoren
Dy, Y3 (r,0)Py=Pr,
a

U C0)) Vo g (ry, 0) P, = di(r1;2) ... (14b)
nach

z:10%—}—Zfza(r)d)rdr+fozaﬂ(rlr2)fPrlrg+...
a a ap a 3

aufbauen.

D, ist der Zustand ,,Vakuum®, Der Ansatz (14) gilt
ohne Lochertheorie. Durch Losung der Integralglei-
chung (10) ergibt sich dann der Operator v (1).

Wir stellen zunichst fest, daf3

(1) do =0 (15)

ist, denn wendet man (10) auf den Zustand @, an, so
stellt (15) tatsichlich eine Losung dar. Ebenso leicht
zeigt man nun aber, daf3 auch fiir :Zfla (r) drdv

a a

(4 (1) 1= Yo (1) 71 (16)
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gilt. Denn wendet man (10) auf einen Zustand mit
einem Elektron an, so folgt mit (15) leicht die Be-
hauptung (16). Dies legt sofort die Vermutung nahe,
daf3 in dieser hier formulierten Theorie das Elektron
keine Selbstenergie besitzt, denn ein einziges Elek-
tron in der Welt benimmt sich mit Wechselwirkung
genau so wie ohne diese.

Der Ladungserhaltungssatz fiir den Vektor vy, %
bleibt bestehen, wie man sich leicht iiberlegt. Die
Divergenzgleichung fiir den klassischen Energie-
Impulstensor 148t sich aber nicht iibertragen! Es 13t
sich aber sehr leicht ein Ausdruck fiir den Energie-
Impulsvektor raten, indem man den Ausdruck dieses
Vektors ohne Wechselwirkung

G (o) = [¥7,%) o,
o

in seiner Verinderlichkeit mit ¢ (einer raumartigen
Fliche) untersucht. Man findet

a 4

4G, (0) = f@?’w, m)lvdf =ie f@A‘ulm‘/‘u wdr.
o [
Daraus folgt sofort, daf3 der Ausdruck

Gm(a)=fﬁvalmdav—12£( f—f)«?A,,,m}',uw de
¢ —o0 0 (17)

unabhiingig von o ist, also als Energie-Impulsvektor
benutzt werden kann. Man vermutet sofort, daf3 die-
ser mit der Theorie von Wheeler und Feyn-
man? in Zusammenhang steht, was von Kiimmel
nachgewiesen wurde’. Auf Grund von (15) und (16)
bleibt also die Energie eines Elektrons gleich der-
jenigen ohne Wechselwirkung, es gibt keine ,,Selbst-
energie”,

Alle Aussagen bleiben bei geeigneter Umbenennung
erhalten, wenn man ein dufleres Feld hinzunimmt, in
dem sich die Elektronen bewegen, nur da3 man dann
wound K (1,2) als Losungen der entsprechenden Dirac-
Gleichungen mit EinschluB des dufleren Feldes an-
sehen muB}. Das zeigt aber nun, dal nach (15) und
(16) ein einzelnes Atom allein (z.B. ein Wasserstoff-
atom) nicht strahlen kann, d. h. daB3 die nach den Dirac-
Gleichungen berechneten Energiestufen absolut statio-
nér sind. Wir haben hier also denselben Sachverhalt
wie in der klassischen Theorie von Wheeler und
Feynman? Auch hier erfolgt eine spontane Emis-
sion nur durch die Wechselwirkung mit vielen ande-
ren Atomen, dem Absorber. Nimmt man etwa ein
Atom als angeregt an, wihrend alle iibrigen im
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Grundzustand sich befinden, so kann nur der Fall ein-
treten, daf} sich spiter (dasselbe gilt auch fiir friiher,
denn die ganze Theorie ist selbstverstindlich zeit-
symmetrisch) die Energie bei einem anderen Atom
befindet und das betrachtete Atom in einen tieferen
Zustand iibergegangen ist. Es erscheint sehr plau-
sibel, daB man wieder auf die iiblichen Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten gefiihrt wird, falls man die um-
gebende Materie als Absorber voraussetzt. Im ein-
zelnen soll dies in einer folgenden Arbeit ausfiihrlich
gezeigt werden.

Etwas ist bei dieser Theorie aber besonders zu be-
merken: Wiirde man in der bisherigen Quanten-
theorie das Vorzeichen der Wechselwirkung éndern,
indem man e? durch —e? ersetzt, so erhielte man
Anziehung zwischen den Teilchen, aber fiir das
elektromagnetische Feld die Existenz von Quanten
negativer Energie, weil man auch das Vorzeichen des
Teiles des Energie-Impulstensors umkehren muf, der
dem elektromagnetischen Feld entspricht. In der obi-
gen Theorie ist es nicht moglich, daf3 ein Atom immer
hohere Energiewerte annimmt unter Aussendung von
negativen Quanten, weil eben nur ein Austausch der
Energie zwischen den Atomen moglich ist. Auch diese
Tatsache wird in der folgenden Arbeit iiber die Aus-
strahlung an einem Beispiel gezeigt werden. Sie wird
von groflem Nutzen fiir die Aufstellung einer diver-
genzfreien Theorie unter Beriicksichtigung der Locher-
theorie sein.

Der Nachweis, dal die hier aufgestellte Theorie
wirklich keine Divergenzen enthilt, 148t sich nicht
mehr unmittelbar mit Hilfe der im 1. Abschnitt ab-
geleiteten Methode durchfiihren, da man die Wir- .
kungsweise des Operators y zu allen Zeiten kennen
miifite, was aber die Losung von (10) voraussetzen
wiirde. Man kann nur die Konvergenz einzelner
Niherungsschritte nachweisen, die man durch Itera-
tion aus (10) erhilt.

Hat man nach (10) den Operator y berechnet, so
kénnte man auch seine Vertauschungsrelationen fin-
den, wie auch diejenigen anderer Groflen, wie des
Stromes, der Ladungsdichte usw. Leider konnen
wegen noch moglicher Fehler in den bisher durch-
gefiihrten Rechnungen noch keine endgiiltigen Aus-
sagen gemacht werden. Es scheint aber durchaus
moglich, daB sogar der Operator der Ladungsdichte
an verschiedenen Raumstellen zur gleichen Zeit nicht
vertauschbar ist, was ein ganz neues Faktum wire.
Dies kann allerdings in der Theorie ohne die Locher-
vorstellung erst fiir einen Zweielektronenzustand auf-
treten. Die Bedeutung wire hier folgende: Es ist
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nicht moglich, zwei Elektronen dicht beieinander zu
lokalisieren. Sollte diese Nichtvertauschbarkeit sich
besonders im Falle der Léchertheorie (wo die Rech-
nungen leider noch etwas komplizierter sind) bestati-
gen, so miilte dies mit Lochertheorie schon fiir ein
Teilchen gelten. Es wiire also unméglich, die Struktur
einer Ladungsverteilung in einem sehr kleinen Raum-
gebiet auszumessen.

Unabhingig, ob sich diese Tatsache fiir die obige
Theorie nach Kontrolle der Rechnungen bestitigen
sollte oder nicht, scheint mir diese Ungenauigkeits-
relation fiir die Ladungsdichte auch bei riumlich zu-
einander liegenden Punkten die geeignete Formulie-
rung fiir den EinfluB einer Elementarlinge. Hier
allerdings wiirde diese mit der Compton-Wellenlinge
des Elektrons iibereinstimmen.

Zur Aufstellung der Lochertheorie wird y in einen
positiven“ und ,,negativen“ Teil zerspalten, indem
man in (10) v, nach Schwinger in diese beiden Teile
zerlegt und ebenfalls das K nach (11). Die genaue
Durchfithrung erfolgt getrennt in einer besonderen
Arbeit. Es wird sich hierbei zeigen, daf3 es nicht mehr
moglich ist, eine divergenzfreie Theorie zu schaffen,
wenn man die Greensche Funktion 6 [(x —y)?] fiir das
Maxwell-Glied beibehilt. Dann kann man aber ohne
Schwierigkeit nach Pauli-Villars regularisieren, indem
man sowohl in der Integralgleichung (10) wie in dem
Ausdruck (17) fiir den Energie-Impulsvektor mit einer
Massenverteilung o (k) integriert iiber verschiedene
zu den hier dann real aufgefalBten Massen k gehori-
gen Greenschen Funktionen

Jo ()T, (x—y) dK

Wie oben gezeigt, kann die reale Auffassung der
Massen in der dargelegten Theorie zu keinen Schwie-
rigkeiten fiithren.
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Ohne auf die Lochertheorie einzugehen, kénnen
wir denselben Gedanken der Regularisierung auch
hier verwenden, wenn wir in (10) die Reihenfolge der
Faktoren urspriinglich anders ansetzen:

w(@) =vo(l) +ie[K(l,2)7,v(@A,Qdrn. (18)

Statt (17) muB man dann als' Energie-Impulsvektor

: — ie
G, (0)'= fw Y '4’|md¢7,,, =5

(f-

° (19)
f ) {{w VWi A ] + 7w A.ulm} dr
[
wihlen. Die durch (18) und (19) definierte Theorie
ist aber nicht divergenzfrei, wenn man den Ausdruck
(9) fiir A, benutzt. Bezeichnen wir mit A‘fj‘) den (9)
entsprechenden Ausdruck, wenn man als Greensche
Funktion diejenige 4, der Wellengleichung mit der
Masse x statt 0 [(x—y)?] (die zur Masse Null gehort)
benutzt, so kann man zu einer divergenzfreien Theorie
kommen, wenn man in (18) und (19) A, durch

A, =[fol

ersetzt und die Regularititsbedingungen von Pauli-
Villars an die Massenverteilung o (%) stellt. Man er-
hilt dann eine endliche Selbstenergie des Elektrons.
Die bei Pais und Uhlenbeck* auftretenden
Schwierigkeiten sind hier nicht méglich, wie oben ge-
zeigt wurde.

Allerdings ist mit (18) die Beziehung j*|, =0
(j, = w7,w) nur zu beweisen, falls [j(1),A(1)]=0
ist. Sollte sich dies allgemein als unrichtig heraus-
stellen, so wire dadurch (10) gegeniiber (18) eindeu-
tig ausgezeichnet.

(x) AP dx (20)



